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крайові та нелокальні задачі 
у МатеМатичних Моделях 
теплообМіну
У статті розглянуті математичні моделі у вигляді крайової та нелокальної задачі для рівняння 
теплопровідності у рухомому осесиметричному середовищі з інтегральною умовою. Проведені чи­
сельні експерименти за розв’язками задач. Зроблено порівняльний аналіз температурних розподілів.
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1. вступ
Для багатьох технологічних процесів у металургії 
характерною особливістю є те, що нагріванню під­
дається рухомий об’єкт. Для розробки надійно пра­
цюючих систем керування технологічними процесами 
рухомих та нерухомих виробів потрібні ґрунтовні 
дослідження температурних розподілів та процесів 
дифузії [1—2]. В останні 20—30 років у математичних 
моделях технологічних процесів почали використо­
вуватись нелокальні задачі [3—4]. Математичні мо­
делі на основі нелокальних задач дозволяють більш 
повно описувати фізичні процеси, зокрема процеси 
теплопровідності та термодифузії. Тому дослідження, 
про які йдеться в роботах [1—4] є актуальними.
2. постановка проблеми
До сьогодні залишається актуальним створення 
узагальнених математичних моделей, що найбільш 
повно враховують основні закономірності процесів 
термодифузії, які відбуваються під час термічної 
обробки рухомих виробів з постійно діючими дже­
релами тепла. Актуальною є розробка чисельних 
методів розв’язку нелокальних та нелінійних кра­
йових. Такого типу математичні моделі та методи 
розв’язку задач, відображених у моделях, до сьо­
годні були слабо досліджені.
3. основна частина
3.1. аналіз літературних джерел по темі до-
слідження. В роботі [1] у вигляді крайової зада­
чі для рівняння теплопровідності розглядаються 
концептуально нові та модифіковані математичні 
моделі, що описують температурні розподіли під 
час термічної обробки рухомого дроту, з постійно 
та періодично діючими внутрішніми джерелами 
тепла. Математична модель температурного по­
ля з постійно діючими внутрішніми джерелами 
тепла в області Ω × = < < < < < ≤{ }t z l r r t t0 0 00 0, ,  
з границею ∂Ω  має вигляд
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Досліджується вплив нелінійної складової у гра­
ничних умовах задачі (1)—(4) на температурний 
розподіл.
В роботі [1] розглядається математична модель, 
що описує процес нагрівання дроту зовнішніми 
джерелами тепла. Основою такої моделі є нелінійна 
початково­крайова задача для однорідного рівнян­
ня теплопровідності з конвективними доданками.
Розв’язок отриманих у математичних моделях 
нелінійних задач знаходиться чисельним методом.
В роботі [3] обґрунтовується застосування 
у математичних моделях теплових процесів нело­
кальних задач та задач із нелокальною інтеграль­
ною умовою. У роботах [3, 4] доведені теореми 
існування єдиного розв’язку нелокальних задач, 
їх еквівалентність відповідним крайовим задачам.
Розглядається задача для нестаціонарного рів­
няння теплопровідності з нелокальною умовою, яка 
пов’язує шуканий розв’язок у внутрішніх точках 
області з умовами на її межі
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Розв’язок крайової задачі з нелокальною інте­
гральною умовою, знайдено чисельними методами.
3.2. результати досліджень. Математичну мо­
дель розглянуто для тонкого в термічному від­
ношенні дроту. Математична модель усередненого 
по радіусу температурного поля для стаціонарного 
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де
θ ρ β π α π λ= ⋅ ⋅ − ⋅ −( ) ( ) ,I r r2 0 2 03 2 04 12  
h r= ⋅ −2 0 1εσ λ( ) ,  
τ ρ α π π εσ π λ= + + ⋅ −( ) ( ) ,I T r r T rc c2 0 2 03 2 03 4 2 04 12 2  
χ ρ λ= −c n 1 .
В спрощених випадках задачі (6) — (7) отримано 
аналітичні розв’язки. Для знаходження розв’язку не­
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( ) ,  
i n= −1 1, ;
y y ia0 0= =, ;  y y i nn b= =, ,  котру представлено 
у вигляді системи лінійних алгебраїчних рівнянь 
з трьохдіагональною матрицею та розв’язано з ви­
користанням методу прогонки.
Для дослідження та порівняння температурних 
розподілів у математичних моделях з локальни­
ми та нелокальною умовами у спрощену крайову 
задачу замість однієї із крайових умов уведено 
нелокальну інтегральну умову (5), що визначає 
баланс енергії зони нагрівання.
Якщо у задачі (6) — (7) замість однієї із крайо­
вих умов увести нелокальну інтегральну умову (5), 
то отримаємо нелокальну задачу [3, 4]. Це до­
зволить отримати більш точний температурний 
розподіл в зоні нагрівання.
На рис. 1 зображено температурні розподіли 
за розв’язками задач нелінійної (1) — (4), квазі­
лінеаризованої та нелокальної (1—3) — (5).
 
рис. 1. Температурні розподіли за розв’язками задач
У рамках проведених досліджень було показано, 
що нелокальна задача враховує нелінійну складо­
ву і більш точно відображає фізичні особливості 
процесу нагрівання.
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В  статье  рассмотрены математические модели  в  виде  крае-
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